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Resum 
 
En aquest treball final de grau s’explica com s’ha implementat un programa que permet fer un 
mosaic a partir de dues imatges preses amb una càmera múltiple. 
S’ha realitzat una aplicació programada en C++ i en aquesta s’hi apliquen processos de fotogrametria 
com el càlcul i millorament automàtic de punts homòlegs a les dues fotografies que compleixen la 
condició de coplanaritat. També s’hi realitzen processos de tractament digital d’imatges com 
correccions radiomètriques d’imatges o interpolació bidimensional de tota una zona de solapament 
entre dues imatges aèries.  
En el següent treball s’exposen primer els conceptes teòrics esmentats abans, es fa una explicació de 
la manera com s’han solucionat els problemes que s’han trobat a l’hora de crear de l’aplicació i 
finalment es mostren els resultats obtinguts. 
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1 Introducció 
 
Amb l’ús d’una càmera múltiple es pretén generar d’una manera més econòmica una imatge de gran 
format a partir de vàries imatges obtingudes de diferents càmeres. Aquesta imatge final pateix una 
falta de qualitat mètrica ja que està formada d’imatges que tenen centres de projecció diferents. Al 
fer un mosaic de totes les imatges cal distorsionar localment la zona de solapament per corregir els 
efectes diferencials de la projecció per “enganyar” la vista i donar sensació de continuïtat al llarg de 
tota la zona comú entre les dues imatges. La imatge resultant de la unió, tot i millorar notablement 
l’aspecte conjunt de les imatges, no té qualitat mètrica. És per això que l’ús que se li pot donar és per 
foto-interpretació o bé per aplicacions cartogràfiques on la precisió no es necessita que sigui molt 
elevada. 
El següent treball explica un procés per efectuar un mosaic a partir de dues imatges d’una càmera 
múltiple. El mosaic s’ha creat programant una aplicació en llenguatge C++ i el programa permet crear 
un mosaic de dues imatges amb un cert solapament. El procés exposat al treball desenvolupa les 
següents parts: 
 Correspondència d’imatges 
 Correcció radiomètrica  
 Interpolació bidimensional mitjançant funcions spline 
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2 Imatge digital 
 
Una imatge digital és una matriu bidimensional de nivells de grisos, amb elements d’informació 
mínima 𝑔𝑖𝑗 , que varien en funció de la posició i,j (fila, columna) que adopten dins de la matriu (Figura 
2.1). Cada element de la matriu es diu píxel (picture element) i té una mida finita de mostreig 
∆𝑑𝐹  𝑥 ∆𝑑𝐶 (normalment ∆𝑑𝐹 = ∆𝑑𝐶 ). Per tant, a una imatge digital es parla de píxels enlloc de 
punts, com es faria a una imatge analògica. El rang de la matriu oscil·la entre: 
Files  F=0,1,2...F-1 
Columnes C=0,1,2...C-1 
 
    Figura 2.1: Estructura matricial d’una imatge 
 
Una imatge digital també pot ser entesa com un funció continua, amb variables espacials (𝑥 i 𝑦) i de 
valor (𝑔). Aquesta continuïtat de la funció no és real, ja que la definició de píxel obliga a discretitzar 
aquesta funció. 
La imatge digital es crea a partir d’un procés de mostreig o digitalització. En aquest procés una petita 
àrea sensorial és capaç de registrar de mode directe la informació electromagnètica corresponent a 
una àrea del terreny, o, de mode indirecte, la informació electromagnètica corresponent a una zona 
de font analògica. El primer cas es tracta d’adquisició directa per mitjà de càmeres electròniques o 
digitals i el segon cas fa referència al procés d’escanejat. Es pot dir que el mostreig és la discretització 
de les variables espacials ∆𝑥 i ∆𝑦. Quan es digitalitza una imatge analògica aquesta es descompon en 
una matriu d’elements discrets (píxels) d’una mida concreta i amb un valor proporcional al seu nivell 
de color. 
Conceptes relacionats amb la imatge digital: 
 
 Resolució geomètrica: fa referència a la mida de la matriu bidimensional (files x columnes) 
de la imatge digital. A major número de píxels a la direcció horitzontal/vertical, més resolució 
geomètrica i major definició d’imatge.  
A l’hora de mostrejar una imatge analògica, hom es pot preguntar quina mida de píxel és 
l’adient per no perdre informació geomètrica. El teorema del mostreig estableix que la mida 
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del píxel hauria de ser inferior a la meitat de la freqüència màxima de la funció continua que 
defineix la imatge inicial. 
 
 Precisió geomètrica: es sol confondre amb la resolució geomètrica. Fa referència a la precisió 
amb la que es posiciona un píxel a la fase de digitalització. Per tant és depenent de la precisió 
del digitalitzador. 
 
 Resolució radiomètrica: especifica el número de nivells de gris que s’utilitza per banda i ve 
definida pel número de dígits binaris (bits). Una imatge monocromàtica de 8 bits té 256 (28) 
nivells de grisos. 
 
 Quantització: conversió de l’amplitud de l’energia electrònica original (senyal analògica) a un 
número discret de nivells. 
 
 Resolució espectral: indica el rang de longituds d’ona de l’espectre electromagnètic registrat 
a la imatge digital. 
 
 
 
 
2.1 Format Jpeg 
 
Les imatges digitals es poden emmagatzemar i compartir en diversos formats. Cada format té les 
seves característiques però els paràmetres que principalment varien d’un format a un altre són: 
 Compressió: si la imatge ha sofert algun procés mitjançant algoritmes per reduir el seu pes. 
Algunes compressions comporten una pèrdua de la qualitat. 
 
 Profunditat de color: el número de bits utilitzats per representar el  color d’un píxel. Un bit 
és un dígit binari que pot prendre els valors de 0 o 1. Una imatge de 8 bits per canal permet 
que cada un d’aquests canals pugui adoptar fins a 256 nivells de gris (28). 
El format .jpeg va ser elaborat per Joint Photographic Experts Group i les sigles d’aquest grup donen 
nom al format d’imatges. Jpeg va néixer per donar resposta a la necessitat d’implementar imatges al 
món web. Els formats existents fins aleshores ocupaven molta memòria i calia disposar d’un format 
que efectués una certa compressió a les imatges perquè fossin més manejables. 
S’ha convertit en un dels formats més conegut d’intercanvi d’imatges perquè funciona molt bé en les 
aplicacions en xarxa i perquè són imatges que, en general, ocupen poca memòria. El format aprofita 
algunes característiques de la visió humana per oferir imatges que es veuen bé però ocupen menys: 
som més sensibles a la falta de brillantor que a la de color. 
Jpeg té una profunditat de color de 24 bits (224 colors diferents) i un nivell de compressió que pot ser 
molt elevat. 
El programa realitzat en aquest treball està preparat per obrir imatges jpeg. Al ser un format tant 
estès es va decidir que seria positiu i facilitador de treball que es pogués treballar amb aquest 
format. 
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3 Visual C++ MFC 
 
El llenguatge de programació emprat és el Visual C++ amb llibreries MFC.  
El llenguatge C va ser creat al 1972. Es tracta d'un llenguatge de tipus de dades estàtiques, dèbilment 
tipificat, de mig nivell però amb moltes característiques de baix nivell. Un llenguatge de programació 
de baix nivell és aquell en el que les seves instruccions exerceixen un control directe sobre el 
maquinari i estan condicionats per l'estructura física de l'ordinador que ho suporta.  
Una aplicació MFC és una aplicació executable per a Windows basada en la biblioteca Microsoft 
Foundation Class (MFC). Aquesta biblioteca és un conjunt de classes interconnectades per múltiples 
relacions d'herència, que proveeixen un accés més senzill a les API de Windows. API (de l'anglès 
Application Programming Interface) és el conjunt de funcions i procediments (o mètodes, a la 
programació orientada a objectes) que ofereix certa biblioteca per ser utilitzats per un altre 
programari com una capa d'abstracció . Són usades generalment a les biblioteques. Aquestes 
biblioteques van ser introduïdes al 1992 i des de llavors han anat apareixent noves versions amb les 
actualitzacions de l’entorn de programació Visual C++. 
Visual C++ és un llenguatge híbrid perquè afegeix al llenguatge C la possibilitat d’operar amb 
objectes. Per tant és un llenguatge orientat a objectes. Una característica important de C és que el 
programador té el control sobre la reserva i destrucció d’espai de memòria que es realitza. Per 
emmagatzemar i accedir a una imatge en C++ es fa mitjançant una variable punter que “senyala” un 
espai de memòria i permet accedir al contingut d’aquest. El procés per guardar una imatge és 
reservar memòria per la imatge, declarar un punter de tipus arxiu i implementar-lo de manera que 
senyali a la imatge. Mitjançant el punter guardar a la memòria la imatge i tancar el punter. Aquesta 
imatge serà una matriu unidimensional de valors enters i, en el nostre cas, acotats entre 0 i 255. 
L’estructura de color que es fa servir és la RGB (vermell-verd-blau) i aquesta és la que s'utilitza en 
tots els sistemes que formen imatges a través de raigs lluminosos, ja sigui emetent o rebent. 
Les imatges en aquest cas doncs, tenen 3 bandes, una per cada color bàsic de l’espectre visible. 
L’ordre dels nivells digitals dins del vector imatge pot variar. Així, per exemple, es poden tenir 
agrupats de dues maneres diferents com mostren els dibuixos (Figura 3.1). 
 
 
 
La correspondència entre la cel·la del vector imatge i la coordenada del píxel depèn de l’origen de 
coordenades que es faci servir. Habitualment s’utilitza la cantonada superior esquerra de la imatge 
com a origen de coordenades de manera que la coordenada y augmenta conforme es va cap a la part 
inferior de la imatge. En aquest treball aquesta és l’estructura que es fa servir per presentar les dades 
en pantalla però internament es pren l’origen a la cantonada inferior esquerre de manera que la 
coordenada y augmenta a l’anar cap a la part superior de la imatge. Això és perquè el format intern 
de les imatges .jpeg és així per defecte. 
 
 
                               
Figura 3.1: Dos tipus d’estructures internes de memòria a l’enmagatzemar les diferents bandes 
d’una imatge 
                              
Mosaic de fotogrames obtinguts amb una càmera múltiple            7 
4 Càmera múltiple 
 
Una càmera múltiple o multi-càmera és un sistema format per vàries càmeres que permet fer una 
fotografia amb totes les càmeres al mateix instant. Les fotografies generades tenen zones de 
solapament i unint aquestes es pot arribar a generar una imatge de gran format. Aquest mètode té 
un problema intrínsec a la seva estructura: No es pot comparar una imatge de gran format generada 
a partir d’una sola càmera amb l’obtinguda amb aquest sistema perquè les imatges unides tenen 
diferent centre de projecció ja que han estat obtingudes per càmeres diferents situades a posicions 
diferents. Per tant la imatge final no tindrà mai característiques mètriques. Ara bé, el producte 
resultat és molt interessant per foto-interpretació (on qui interpreta és un ésser humà) o aplicacions 
cartogràfiques on l’alta precisió no és requerida. 
El sistema amb el qual s’ha extret les fotografies és semblant a les imatges següents (Figura 4.1). Es 
tracta de models diferents, tant comercials com no comercials però totes es basen en la mateixa 
idea. 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.1: Diferents models de càmera múltiple 
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Figura 5.1: Dos parells d’imatges utlitzats a aquest treball 
5 Descripció de les dades  
 
Les dades a partir de les quals s’ha desenvolupat tot el programa són dos parells de fotogrames 
(Figura 5.1). 
 
 
Són fotografies de 5616x3744 píxels i 3 bandes del visible obtingudes amb una multi-càmera 
acoblada a una plataforma voladora.  El solapament entre elles és de l’ordre d’un 25% a les columnes 
de les imatges. S’observa que la zona de solapament no ocupa verticalment tot un extrem, és a dir 
les imatges tenen un cert desplaçament vertical respecte al terreny. La posició d’una imatge respecte 
l’altre, a més, no és paral·lela. És a dir, la disposició espacial és tal com mostra de manera exagerada 
la Figura 1.2. 
 
 
Figura 1.2: Disposició de les imatges 
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Figura 6.1.1: Càlcul de 4 desviacions tipus per definir 
un punt d’interès 
6 Correspondència d’imatges 
 
La correspondència d’imatges es refereix al procés de trobar automàticament detalls o entitats 
homòlogues puntuals, lineals i superficials en una o múltiples imatges. Aquestes entitats poden fer 
referència a patrons sintètics d’imatge o a objectes del món real representats a partir d’imatges 
fotogràfiques, mapes o dades geogràfiques. Dit de manera més planera, l’objectiu és identificar un 
mateix punt a la zona de solapament d’un parell d’imatges, aquest punt s’anomena punt homòleg.  
Per abordar el problema hi ha dues estratègies: 
 Feature based matching (FBM): Són varis mètodes que es basen en la cerca de 
característiques elementals com carreteres, rius, llindars... 
 Area based matching (ABM): Són varis mètodes basats en la comparació local amb una 
finestra prèviament seleccionada. 
A aquest últim grup de mètodes pertany el mètode que es farà servir: la correlació. Així, s’ha separat 
dues parts diferenciades dins del procés de la correspondència: els punts d’interès i la correlació. 
 
 
 
 
6.1 Cerca de punts d’interès 
 
L’objectiu de cercar punts d’interès és trobar les coordenades d’una sèrie de punts que destaquin 
respecte els del seu voltant i que per tant serveixin per utilitzar-los al procés de correlació. És per 
tant, el primer procés de tots. El procés d’extracció es realitza mitjançant un operador d’interès, i 
aquells punts que tenen característiques diferenciades es denominen punts d’interès. 
 
 
La metodologia és la següent: 
Les unitats amb les que es treballen són valors digitals 
dels píxels a una imatge d’una sola banda. Ja que 
l’habitual serà partir de tres bandes o si més no, més 
d’una, s’ha de triar quins valors digitals de referència es 
faran servir. Així doncs es pot fer servir una de les tres 
bandes (vermell, verd, blau) o una mitja de les tres. Es 
té una matriu quadrada amb un costat de mida senar 
que es fa passar per totes les posicions possibles de la 
imatge d’una sola banda que s’ha generat. A cada una 
d’aquestes posicions es calculen quatre desviacions 
estàndard: a la vertical, horitzontal i a les dues 
diagonals (Figura 6.1.1). Es tria la desviació estàndard 
més petita de les quatre i s’assigna aquest valor al píxel central de la matriu. Després, a partir d’una 
altra mida d’una altra matriu amb costat senar es passa per totes les posicions possibles dels valors 
de desviació estàndard obtinguts abans (aquesta gran matriu amb valors de desviació estàndard 
tindrà una amplada i alçada menors que la imatge original, ja que no es pot calcular la desviació dels 
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Figura 6.1.3: Punts d’interès trobats a una imatge 
píxels situats més als extrems) i es comprova a cada posició si el valor de la desviació del píxel central 
és major que les desviacions dels píxels veïns (en el fons estem cercant màxims locals). Si és així, 
aquest píxel és un punt d’interès (Figura 6.1.2). 
Els valors de la mida dels costats de les dues matrius que es fan servir, la del càlcul de les desviacions 
i la de comparació de les desviacions, són els dos paràmetres que es poden variar i dels quals depèn 
la densitat de punts obtinguts o el rigor a l’hora d’obtenir-los (Figura 6.1.3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.2 Correlació 
 
Siguin dues imatges A i B amb una zona de solapament entre elles. Es parteix d’una llista de 
coordenades de punts d’interès de la imatge A situats a la zona de solapament. Aquests punts són els 
que es buscaran a la imatge B. Es defineix una matriu anomenada patró que es centra a cada punt 
d’interès i de la qual se’n obté la mitja i la desviació estàndard. Es coneix grosso modo la zona per on 
caurà el punt correlat. Aquesta zona s’anomena matriu de cerca. Dins de la matriu de cerca es passa 
una matriu de la mateixa mida que patró que s’anomena subpatró i de la qual s’obté les mateixes 
dades. Es fa cada comparació patró – subpatró possible dins de la matriu de cerca i d’aquesta 
comparació s’obté el valor de la correlació (Figura 6.2.1). 
 
Figura 6.1.2: Si 𝜎𝑖𝑗  és major que les 𝜎 que l’envolten, el 
píxel 𝑖, 𝑗 és un punt d’interès 
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     Figura 6.2.1: Matrius cerca i patró 
 
La funció de correlació és la covariància normalitzada per les desviacions tipus de la imatge patró i la 
imatge subpatró. Els valors estan acotats entre ens valors -1 i 1. Quan val 1 significa que la 
correspondència és total , quan el valor és proper a 0 vol dir que no hi ha cap relació entre les 
imatges i quan el valor és -1 vol dir que la imatge subpatró és un negatiu del patró.  
L’equació per la correlació és: 
𝜌(𝑗, 𝑘) =
∑ ∑ [(𝐼𝑐(𝑥, 𝑦) − 𝐼?̅?)(𝐼𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝐼?̅?)]
𝑀
𝑦−1
𝑁
𝑥−1
√∑ ∑ (𝐼𝑐(𝑥, 𝑦) − 𝐼?̅?)2
𝑀
𝑦−1
𝑁
𝑥−1
√∑ ∑ (𝐼𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝐼?̅?)
2𝑀
𝑦−1
𝑁
𝑥−1
 
 
(Ec. 6.2.1) 
        
On: 
𝐼𝑐(𝑥, 𝑦) és el valor digital del píxel 𝑥, 𝑦 de la matriu subpatró. 
𝐼?̅? és el valor mig dels valors digitals de la matriu subpatró. 
𝐼𝑝(𝑥, 𝑦) és el valor digital del píxel 𝑥, 𝑦 de la matriu patró. 
𝐼?̅? és el valor mig dels valors digitals de la matriu patró. 
 
 
       Figura 6.2.2: Punts d’interès i la seva correlació 
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7 Orientació relativa 
 
L’orientació relativa és el procés que permet determinar a un parell d’imatges fotogràfiques les 
orientacions angulars i les posicions relatives que es van donar al moment de la presa. Aquest procés 
implica fixar determinats elements d’orientació externa (concretament 7 de 12) i calcular la resta (5). 
Conseqüentment, els paràmetres d’orientació externa que s’obtenen són correctes de manera 
relativa, ja que els elements d’orientació que es fixen són arbitraris. L’orientació absoluta requereix 
coordenades terreny de punts de recolzament per poder determinar els set paràmetres de la 
transformació de semblança tridimensional. Pel contrari, l’orientació relativa no precisa el conèixer 
les coordenades terreny de punts distribuits al model [Lerma, 2002]. 
A fotogrametria, l’orientació relativa analítica es sol dur a terme mitjançant la condició de 
coplanaritat o mitjançant la condició de colinialitat. En ambdos casos el procés és iteratiu i es resol 
per un ajust de mínims quadrats. En el nostre cas hem fet servir la condició de coplanaritat. 
Hi ha vàries definicions de la condició de coplanaritat, però una definició entenedora és que els raigs 
òptics que contenen els punts homòlegs a un parell fotogramètric han de formar un pla (Figura 7.1). 
 
 
            Figura 7.1: Coplanaritat 
 
L’equació d’un pla, en la seva forma implícita, a un espai tridimensional és: 
𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐𝑍 = 0 (Ec. 7.1) 
 
Es pot dir que es tenen dos centres de projecció i dues imatges d’un punt, i que aquests quatre punts 
han de formar un pla. En general, quatre punts de l’espai han de complir la relació següent en el cas 
que siguin coplanaris: 
(
𝑋1 𝑌1 𝑍1 1
𝑋2 𝑌2 𝑍2 1
𝑋3 𝑌3 𝑍3 1
𝑋4 𝑌4 𝑍4 1
)(
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
) = (
0
0
0
0
) (Ec. 7.2) 
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Perquè els quatre punts dels que estem parlant siguin coplanaris cal que el determinant de la matriu 
sigui nul: 
|
𝑋1 𝑌1 𝑍1 1
𝑋2 𝑌2 𝑍2 1
𝑋3 𝑌3 𝑍3 1
𝑋4 𝑌4 𝑍4 1
| = 0 (Ec. 7.3) 
 
Per aquest cas concret: 
 Imatge del fotograma de l’esquerra   𝑝1 = (𝑋1, 𝑌1, 𝑍1) 
 Imatge del fotograma de la dreta     𝑝2 = (𝑋2, 𝑌2, 𝑍2) 
 Centre de projecció del fotograma de l’esquerra  𝑂1 = (𝑋3, 𝑌3, 𝑍3) 
 Centre de projecció del fotograma de la dreta  𝑂2 = (𝑋4, 𝑌4, 𝑍4) 
 
El model del parell de fotogrames es pot definir mitjançant 12 paràmetres: 6 rotacions i 6 
translacions. Amb tots aquests paràmetres correctes es tindria l’estructura verdadera del parell 
fotogramètric. Aquesta estructura però, es pot simplificar de manera que l’orientació es faci relativa: 
dels 12 paràmetres totals es poden fixar 7 de manera que només calguin 5 paràmetres per resoldre 
el problema. 
Una manera habitual de resoldre el problema és fixar un dels centres de projecció de la següent 
manera: 
 Imatge del fotograma de l’esquerra   𝑝1 = (𝑥1
′ , 𝑦1
′ , 𝑧1
′) 
 Imatge del fotograma de la dreta     𝑝2 = (𝑥2
′ , 𝑦2
′ , 𝑧2
′ ) 
 Centre de projecció del fotograma de l’esquerra  𝑂1 = (0,0,0) 
 Centre de projecció del fotograma de la dreta  𝑂2 = (𝑏𝑥 , 𝑏𝑦 , 𝑏𝑧) 
La condició de coplanaritat queda com es mostra: 
||
0 0 0 1
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧 1
𝑥1
′ 𝑦1
′ 𝑧1
′ 1
𝑥2
′ 𝑦2
′ 𝑧2
′ 1
|| = 0 (Ec. 7.4) 
Que equival a igualar a zero el menor següent: 
|
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑥1
′ 𝑦1
′ 𝑧1
′
𝑥2
′ 𝑦2
′ 𝑧2
′
| = 0 (Ec. 7.5) 
Es pot eliminar un paràmetre més si les translacions s’expressen en funció de la base 𝑏𝑥: 
|
1 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑥1
′ 𝑦1
′ 𝑧1
′
𝑥2
′ 𝑦2
′ 𝑧2
′
| = 0 (Ec. 7.6) 
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Ara només cal referir les coordenades de 𝑝2 al primer sistema de coordenades. Es suposa que s’han 
produït translacions i rotacions a l’espai: 
(
𝑥1
′
𝑦1
′
𝑧1
′
) = (
𝑥1
𝑦1
−𝑓
) 
(
𝑥2
′
𝑦2
′
𝑧2
′
) = (
𝑈2
𝑉2
𝑊2
) − (
1
𝑏𝑦
𝑏𝑧
) = 𝑅 (
𝑥2
𝑦2
−𝑓
) − (
1
𝑏𝑦
𝑏𝑧
) 
(Ec. 7.7) 
Sent R la matriu de rotació a l’espai: 
𝑅𝜔𝜑𝜅 = (
cosφ cos κ cos φ sin κ −sinφ
−cosω sin κ + sinω sinφ cos κ cosω cos κ + sinω sinφ sin κ sinω cosφ
sinω sinκ + cosω sinφ cos κ −sinω cos κ + cosω sinφ sin κ cosω cosφ
) 
 
      (Ec. 7.8) 
L’equació de coplanaritat queda finalment: 
𝛥 = |
1 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑥1 𝑦1 −𝑓
𝑈2 𝑉2 𝑊2
| = 0 (Ec. 7.9) 
 
És una equació no lineal que conté els 5 paràmetres que es volen calcular: 
𝑏𝑦 , 𝑏𝑧, ω,φ, κ 
Si es desenvolupa l’equació s’obté: 
𝛥 = (𝑓𝑏𝑦 + 𝑏𝑧𝑦1)𝑈2 − (𝑏𝑧𝑥1 + 𝑓)𝑉2 − (𝑦1 − 𝑏𝑦𝑥1)𝑊2 = 0 (Ec. 7.10) 
 
Que és una equació no lineal respecte als paràmetres i que cal linealitzar: 
𝑣𝑖 = 𝑑𝛥𝑖 + 𝛥𝑖 = (
𝜕𝛥
𝜕𝑏𝑦
)𝑑𝑏𝑦 + (
𝜕𝛥
𝜕𝑏𝑧
)𝑑𝑏𝑧 + (
𝜕𝛥
𝜕ω
)𝑑ω + (
𝜕𝛥
𝜕φ
)𝑑φ+ (
𝜕𝛥
𝜕κ
)𝑑κ + 𝛥𝑖  (Ec. 7.11) 
 
Si es desenvolupa: 
𝑣𝑖 = (−𝑥1𝑊2 − 𝑓𝑊2)𝑑𝑏𝑦 + (−𝑥1𝑉2 − 𝑦1𝑈2)𝑑𝑏𝑧 + (𝑀𝑉2 −𝑁𝑊2)𝑑ω
+ [−M𝑈2 cosω + N𝑈2 sinω − 𝑄(𝑊2 cosω − 𝑉2 sinω)]𝑑φ
+ [M(𝑎32𝑥2 − 𝑎31𝑦2) + 𝑁(𝑎22𝑥2 − 𝑎21𝑦2)
− 𝑄(𝑎12𝑥2 − 𝑎11𝑦2)]𝑑κ +M𝑊2 +𝑁𝑉2 −𝑄𝑈2 
(Ec. 7.12) 
Sent: 
𝑀 = 𝑦1 − 𝑏𝑦𝑥1  𝑁 = 𝑓 − 𝑏𝑧𝑥1  𝑄 = 𝑓𝑏𝑦 + 𝑏𝑧𝑦1 (Ec. 7.13) 
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És una equació on hi figuren: la focal de la càmera, els paràmetres que es volen estimar i les 
fotocoordenades de les parelles de punts imatge homòlegs 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2. 
Per a cada punt mesurat al parell d’imatges s’afegeix una equació al sistema. Com que s’ha d’estimar 
els valors de 5 paràmetres calen 5 punts com a mínim. Si s’afegeixen més punts es tindrà 
redundància. 
De forma matricial: 
(
 
 
𝜕𝛥1
𝜕𝑏𝑦
𝜕𝛥1
𝜕𝑏𝑧
𝜕𝛥1
𝜕ω
𝜕𝛥1
𝜕φ
𝜕𝛥1
𝜕κ
  ⋮   
𝜕𝛥𝑛
𝜕𝑏𝑦
𝜕𝛥𝑛
𝜕𝑏𝑧
𝜕𝛥𝑛
𝜕ω
𝜕𝛥𝑛
𝜕φ
𝜕𝛥𝑛
𝜕κ )
 
 
(
 
 
𝑑𝑏𝑦
𝑑𝑏𝑧
𝑑ω
𝑑φ
𝑑κ )
 
 
+(
M𝑊2 +𝑁𝑉2 −𝑄𝑈2
1
⋮
M𝑊2 +𝑁𝑉2 −𝑄𝑈2
𝑛
) = 0 (Ec. 7.14) 
 
Dimensions de les matrius: 
𝐴𝑥 = 𝐿 (Ec. 7.15) 
 
𝐴(𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑠 𝑚𝑒𝑠𝑢𝑟𝑎𝑡𝑠, 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠)𝑥(𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠, 1)
= 𝐿(𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑠 𝑚𝑒𝑠𝑢𝑟𝑎𝑡𝑠, 1) 
 
Un cop es tingui les matrius muntades i es resolgui per mínims quadrats es podran identificar punts 
que no compleixen la condició de coplanaritat. 
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8 Correcció radiomètrica 
 
Les condicions en les quals es prenen dues fotografies diferents no seran mai les mateixes. Cada 
fotografia és un esdevinement únic i aïllat. En el cas d’una càmera múltiple, les fotografies es prenen 
al mateix instant, però des de dues càmeres diferentes. És aquest el motiu pel qual es veuen 
diferències radiomètriques entre les dues imatges que cal intentar minimitzar si es vol fer un mosaic i 
que el pas entre fotografies a la zona de solapament no es vegi brusc. 
La correcció radiomètrica és un procés que és difícilment automatitzable per qualsevol parell 
d’imatges ja que els resultats varien molt en funció de les característiques de les fotografies. Hi ha 
situacions crítiques on un canvi d’histograma pot empitjorar el resultat. És el cas d’un parell 
d’imatges molt diferents, tant de color com de claror. A més el procés corregeix una imatge en funció 
d’una altra, decidir quina és la imatge que es corregirà depèn un altre cop de les característiques de 
les dues imatges. 
Per efectuar una correcció radiomètrica el que primer es fa és calcular l’histograma i l’histograma 
acumulat de les dues imatges. Un histograma és un recull del número de píxels que tenen cada valor 
digital. Un histograma acumulat recull el número de píxels d’un valor digital però els suma al número 
de píxels del valor anterior de manera que al final es tenen el número total de píxels d’una imatge. La 
funció que el representa és monótona creixent. 
 
 
 
Figura 8.1: Procés pel canvi d’histograma 
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A l’histograma acumulat de la imatge a corregir es recorren tots els valors digitals i es pren el número 
acumulat que li correspon a cadascú. A l’histograma acumulat de la imatge mestre es busca el 
número acumulat més proper al trobat abans però que no sigui superior. El valor digital al qual li 
correspon aquest número serà el nou valor digital el qual s’assignarà al píxel amb el primer valor 
digital (Figura 8.1). Òbviament aquest procés no cal fer-lo per cada píxel de la imatge, es realitza un 
cop i s’estableixen les correspondències. 
Als exemples (Figura 8.2) es veu una unió de dues imatges abans de fer una correcció radiomètrica i 
després.  
 
 
   
 
 Figura 8.2: Unió d’imatges abans de fer una correcció radiométrica i després 
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9 Interpolació  
 
A vegades es coneix el valor d’una funció 𝑓(𝑥) a un conjunt de punts 𝑥1 , 𝑥2, … 𝑥𝑛 (amb 𝑥1 < 𝑥𝑛), 
però no es té una expressió analítica per 𝑓(𝑥) que permeti calcular el valor de la funció a un punt 
arbitrari. Per exemple, 𝑓(𝑥𝑖) pot ser el resultat d’un mesurament físic o d’un càlcul numèric llarg que 
no es pot encaixar a una funció simple. A vegades les 𝑥𝑖  estan separades en trams iguals, però no 
necessàriament.  
Així doncs, la tasca és estimar 𝑓(𝑥) per a una 𝑥 arbitrària i per fer-ho  es dibuixa una corba suau a 
través (i potser més enllà) de la 𝑥𝑖. Si la 𝑥 que es desitja està situada entre les 𝑥𝑖  més gran i més 
petita el problema es diu interpolació; si la 𝑥 està fora d’aquest rang es diu extrapolació. 
La corba que es dibuixa s’anomena spline. La funció que defineix la spline és un polinomi enquadrat 
entre cada parell de punts coneguts però els seus coeficients són determinats d’una manera “una 
mica” menys local, per garantir una suavitat global a la funció interpolada fins a algun nivell de 
derivació. La spline cúbica és la funció més coneguda, produeix una funció interpoladora que és 
continua a tota la segona derivada. 
El número de punts (menys 1) fets servir a una interpolació és l’ordre de la interpolació. Fer servir 
més punts no incrementa necessàriament la precisió ja que si els punts afegits són distants respecte 
el punt d’interès 𝑥 es pot produir una oscil·lació entre els valors coneguts que res té a veure amb una 
aproximació real a 𝑓(𝑥). 
 
 
 
 
9.1 Interpolació mitjançant una spline cúbica 
 
Donada una funció tabulada 𝑦𝑖 = 𝑦(𝑥𝑖), 𝑖 = 1…𝑁, prestem atenció a un interval particular, entre 𝑥𝑗  
i 𝑥𝑗+1. Una interpolació lineal a aquest interval dóna la fórmula d’interpolació 
𝑦 = 𝐴𝑦𝑗 + 𝐵𝑦𝑗+1 (Ec 9.1.1) 
 
On 
𝐴 ≡
𝑥𝑗+1−𝑥
𝑥𝑗+1−𝑥𝑗
                      𝐵 ≡ 1 − 𝐴 =
𝑥−𝑥𝑗
𝑥𝑗+1−𝑥𝑗
 (Ec 9.1.2) 
 
Les equacions (9.1.1) i (9.1.2) són un cas especial de la interpolació general de Lagrange. Ja que és 
lineal, l’equació (9.1.1) té una segona derivada amb valor 0 entre cada interval i una segona derivada 
indefinida o infinita a les abscisses 𝑥𝑗 . L’objectiu de la interpolació de la spline cúbica és obtenir una 
fórmula d’interpolació que és suau a la primera derivada i continua a la segona derivada. 
Suposem que, junt amb els valors coneguts 𝑦𝑖, es coneixen els valors  d’un conjunt de números de la 
segona derivada de la funció, això és 𝑦𝑖
′′. Llavors, dins de cada interval, es pot afegir al costat dret de 
l’equació (9.1.1) un polinomi cúbic la segona derivada del qual varia linealment d’un valor  𝑦𝑗
′′ a 
l’esquerra a un valor 𝑦𝑗+1
′′  a la dreta. Fent això tindríem la desitjada segona derivada continua. Si a 
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més es construeix el polinomi cúbic de manera que tingui valors zero a 𝑥𝑗  i 𝑥𝑗+1, no s’entra en 
conflicte amb els valors coneguts de la funció 𝑦𝑗 i 𝑦𝑗+1 als punts extrems 𝑥𝑗  i 𝑥𝑗+1. 
Un petit càlcul derivat mostra que només hi ha una manera d’aconseguir aquesta construcció, 
reemplaçant (9.1.1) per 
𝑦 = 𝐴𝑦𝑗 + 𝐵𝑦𝑗+1 + 𝐶𝑦𝑗
′′ +𝐷𝑦𝑗+1
′′  (Ec 9.1.3) 
 
On A i B estan definits a (9.1.2) i  
𝐶 ≡
1
6
(𝐴3 − 𝐴)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)
2                                   𝐷 ≡
1
6
(𝐵3 − 𝐵)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)
2 (Ec 9.1.4) 
 
Si ens fixem, la dependència a la variable independent x a les equacions (9.1.3) i (9.1.4) és 
enterament a través de la dependència lineal a aquesta variable de A i B i (a través d’ A i B) la 
dependència cúbica de C i D. 
Es pot comprovar ràpidament que 𝑦′′ és, de fet, la segona derivada del nou polinomi interpolador. Es 
fan derivades de l’equació (9.1.3) respecte a x. 
Es fa la primera derivada de 𝑦 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
=
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗
𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗
−
3𝐴2 − 1
6
(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)𝑦𝑗
′′ +
3𝐵2 − 1
6
(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)𝑦𝑗+1
′′  (Ec 9.1.5) 
 
I la segona derivada de 𝑦 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
= 𝐴𝑦𝑗
′′ +𝐵𝑦𝑗+1
′′  (Ec 9.1.6) 
Ja que 𝐴 = 1 a 𝑥𝑗 , 𝐴 = 0 a 𝑥𝑗+1, mentre que 𝐵 és justament el contrari, es demostra que 𝑦
′′ és la 
segona derivada tabulada (per 𝑥 = 𝑥𝑗 , 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
= 𝑦𝑗
′′) i també que la segona derivada serà continua a la 
frontera entre els dos intervals (𝑥𝑗−1 , 𝑥𝑗) i (𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1).
 
L’únic problema ara és que s’ha suposat que 𝑦𝑖
′′era conegut quan no ho és. De tota manera, encara 
no s’ha requerit que la primera derivada (Ec 9.1.5) sigui continua a través de la frontera entre dos 
intervals. La idea clau d’una spline cúbica és requerir aquesta continuïtat i usar-la per obtenir 
equacions per les segones derivades 𝑦𝑖
′′. 
Les equacions requerides s’obtenen agafant l’equació (9.1.5) i fent que 𝑥 = 𝑥𝑗  a l’interval (𝑥𝑗−1 , 𝑥𝑗) i 
igualar-la a la mateixa equació fent que 𝑥 = 𝑥𝑗 però a l’interval (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1). S’obté (per   𝑗 = 2,… ,𝑁 −
1) 
𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1
6
𝑦𝑗−1
′′ +
𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−1
3
𝑦𝑗
′′ +
𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗
6
𝑦𝑗+1
′′ =
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗
𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗
−
𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1
𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1
 (Ec 9.1.7) 
20                                                                 Mosaic de fotogrames obtinguts amb una càmera múltiple  
Això són 𝑁 − 2 equacions linials a les 𝑁 incògnites 𝑦𝑖
′′, 𝑖 = 1,… , 𝑁. Per tant no tenim una única 
solució. S’han d’especificar dues condicions més per obtenir una solució única; condicions als 
extrems 𝑥1 i 𝑥𝑛  i hi ha dues maneres de fer aquestes condicions: 
 
 Fer que una o les dues 𝑦1
′′ i 𝑦𝑁
′′  siguin iguals a zero, obtenint d’aquesta manera la spline 
cúbica natural, que té una segona derivada igual a zero a un o els dos extrems. 
 
 Fer que qualsevol de les dues 𝑦1
′′ i 𝑦𝑁
′′ siguin iguals a valors calculats de l’equació 9.1.5 de 
manera que la primera derivada de la funció interpoladora tingui un valor concret en un o els 
dos extrems. 
 
 
 
 
9.2 Interpolació per splines en dues dimensions 
 
A una interpolació multidimensional, es busca una estimació de 𝑦(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) a partir d’una matriu 
𝑛-dimensional de valors tabulats 𝑦 i 𝑛 vectors unidimensionals amb valors tabulats de cada una de 
les variables independents 𝑥1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑛. 
En dues dimensions, imaginem que es té una matriu de valors provinents d’una funció 
𝑦𝑎[1. .𝑚][1. . 𝑛]. També es té una matriu 𝑥1𝑎[1. .𝑚], i una matriu 𝑥2𝑎[1. . 𝑛]. La relació d’aquests 
valors a una funció és: 
𝑦𝑎[𝑗][𝑘] = 𝑦(𝑥1𝑎[𝑗] , 𝑥2𝑎[𝑘]) (Ec 9.1.8) 
 
La tècnica feta servir per obtenir suavitat a una interpolació bidimensional és l’spline bicúbica. Es vol 
estimar, per interpolació, la funció 𝑦 a un punt no tabulat (𝑥1, 𝑥2). La idea bàsica és trencar el 
problema en una successió d’interpolacions unidimensionals. Si es vol fer una interpolació d’ordre 
𝑚− 1 a la direcció 𝑥1 i una interpolació d’ordre 𝑛 − 1 a la direcció 𝑥2, primer es busca un sub-bloc 
de mida  𝑚 𝑥 𝑛 a la matriu de valors tabulats d’una funció que contingui el punt (𝑥1, 𝑥2). Després es 
fan 𝑚 interpolacions unidimensionals a la direcció 𝑥2 (a les files del sub-bloc) per obtenir valors de la 
funció als punts (𝑥1𝑎[𝑗] , 𝑥2), 𝑗 = 1,… ,𝑚. Finalment es fa una última interpolació a la direcció 𝑥1 per 
obtenir el resultat. 
Des del punt de vista computacional el procés es separa clarament en dues rutines: Primer es crida 
un sol cop a una funció que calcula una matriu auxiliar de segones derivades als valors tabulats. 
Després es fan 𝑛 crides, tantes com interpolacions es vulguin fer, a una rutina que fa aquest càlcul 
donat un punt (𝑥1 , 𝑥2). 
Per a cada píxel de la zona de solapament es realitza una interpolació bidimensional. Aquests píxels 
estan enquadrats dins de quatre punts homòlegs  dels quals es coneix amb veracitat les coordenades 
a les dues imatges. D’aquesta manera s’obtenen unes noves coordenades per cada píxel. A aquesta 
nova posició trobada es va a buscar el nou valor digital que obtindrà el píxel. 
Quan es fa la interpolació s'obtenen unes coordenades amb valor decimal. Si es té en compte només 
la part entera es tindrien les coordenades d'un píxel. Si el valor digital que se li assignés al píxel 
transformat fos el valor digital del píxel remostrejat s'estaria fent servir com a mètode de remostreig 
Mosaic de fotogrames obtinguts amb una càmera múltiple            21 
el veí més proper. Aquest resultat és lleig visualment perquè genera línies de ruptura no desitjades 
(Figura 9.2.1).  
Un mètode que provoca suavitat a la imatge i que per tant dóna millors resultats visuals és aquell 
que té en compte la proximitat de les coordenades amb valor decimal als píxels que l’envolten per 
donar-li més o menys pes a aquells valors i d’aquesta manera fer una mitja ponderada en funció de la 
distància. El mètode de remostreig bilineal té en compte els 4 píxels que envolten les coordenades 
(Figura 9.2.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9.2.1: Remostreig pel veí més 
proper 
Figura 9.2.2: Remostreig bilineal 
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Figura 10.1.2: Aspecte dels punts d’interès quan 
s’augmenta molt la mida de la matriu del càlcul de 
la desviació 
10 Consideracions, problemes trobats i les seves solucions  
10.1 Densitat dels punts d’interès 
 
El número de punts d’interès que el programa troba ve determinat per dos paràmetres: el costat de 
la matriu de càlcul de les 4 desviacions tipus i el costat de la matriu de la comparació de desviacions 
tipus. Així, depenent de les característiques de les imatges amb les que es treballa, pot ser necessari 
variar aquests paràmetres per tal d’obtenir més o menys punts d’interès. A la taula 10.1.1 es mostren 
els números de punts obtinguts al variar la mida dels costats de les matrius. 
 
Matriu càlcul de la desviació Matriu comparació de la desviació Núm. punts 
3 11 1241 
3 71 97 
71 9 395 
51 31 102 
 
Taula 10.1.1: Vàries mides de les matrius del càlcul de la desviació tipus, de la comparació d’aquesta i el número de punts 
d’interès que es troba per cada cas 
  
S’ha de pensar que la matriu de comparació de la desviació compara la desviació tipus d’un píxel amb 
els píxels del seu entorn. Per tant, com més petita sigui aquesta matriu, més punts singulars es 
trobaran. Ara bé, al variar la mida de la matriu que permet obtenir aquesta desviació tipus succeeix  
que com més gran sigui aquesta matriu més semblants seran totes les desviacions tipus obtingudes i 
menys punts d’interès es trobaran.  
És destacable que si s’augmenta molt la mida de la matriu del càlcul de la desviació, els punts prenen 
valors de desviació en funció d’elements llunyans respecte la seva posició i pot donar la sensació 
visual que estiguin desplaçats d’una posició a la qual un ésser humà col·locaria un punt d’interès 
(Figura 10.1.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mosaic de fotogrames obtinguts amb una càmera múltiple            23 
10.2 Precisió de les coordenades correlades 
 
Es parteix d’un punt amb la mida d’un píxel a una imatge que es pretén buscar a una segona imatge. 
La solució que s’obté és de la mida d’un píxel també, però això és una aproximació només, ja que el 
píxel és la unitat mínima de mida. La situació exacte del punt que s’està buscant pot estar 
exactament dins els límits d’un píxel, o no. Per fer una aproximació amb precisió subpíxel a les 
coordenades reals del punt es pot trobar el màxim d'una paràbola. Aquesta paràbola s'ajusta a partir 
de 3 valors: El màxim de la funció de correlació i els seus contigus.  D’aquesta manera els màxims de 
les paràboles per les x i les y seran les coordenades més precises del punt (Figura 10.2.1).  
Així, després d’aquesta millora de la precisió als punts, es fan servir aquestes coordenades amb 
valors decimals per tots els càlculs interns on hi intervinguin els punts correlats. Alhora de mostrar 
els punts en pantalla, per suposat, s’ha de fer servir el valor enter. 
 
 
Figura 10.2.1: Ajust d’una parábola als resultats de la funció de correlació per trobar un màxim 
 
 
 
10.3 Solució errònia de correlació 
 
La qualitat de la solució de la funció de correlació està subjecte a les característiques de les imatges 
que s’estiguin tractant. Hi haurà casos on la solució, és a dir el resultat de la funció més proper a 1, 
serà clara i indiscutible i d’altres on es poden trobar varis màxims locals tots molt propers a 1, la qual 
cosa provoca que la solució que es troba no coincideixi sempre amb la correcte. Per característiques 
radiomètriques de les imatges la funció de correlació pot trobar un màxim que dista molts pocs 
decimals d’altres màxims locals entre els quals pot estar la solució correcte. Vegem alguns casos: 
Als exemples a continuació hi ha tres imatges. La superior esquerra és un retall centrat en diferents 
punts d’interès, la inferior esquerra és una representació visual de les solucions de la funció de 
correlació i la de la dreta és la mateixa representació tridimensional que utilitza el valor digital com a 
valor per l’eix Z. Els píxels més foscos són més propers a 1 i els més clars són més propers a 1. 
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Figura 10.3.1: Solució de la funció de correlació que no presenta dubtes 
a) Solució indiscutible 
El punt d’interès trobat és molt diferent respecte el seu entorn i no presenta dubtes a la seva solució. 
És un punt trobat a un element unitari de la imatge molt separat d’altres punts d’interès. 
 
b) Solució amb varis màxims propers entre si 
El punt correlat és el més situat a la dreta. S’observa que al estar situat a un terreny relativament 
homogeni i rodejat d’altres punts d’interès de les mateixes característiques la correlació produeix 
una matriu amb valors que fluctuen entre uns certs valors acotats. El màxim està molt proper a altres 
màxims. Trobar la solució correcte es dificulta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 10.3.2: Solució de la funció de correlació amb diferents màxims de valors molt propers 
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c) Solució a un element lineal o amb un patró repetitiu 
La imatge correspon a uns tubs blancs metàl·lics. El punt correlat és el del mig a la dreta. Quan 
l’algorisme de cerca de punts d’interès troba un punt a un element lineal homogeni la solució es 
complica ja que els màxims de la funció de correlació es situen al llarg d’una línia que dificulta el 
posicionament correcte del punt correlat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gairebé la totalitat dels punts que es poden trobar i intentar correlar corresponen a algun dels tres 
casos anteriors. La majoria són com el primer cas i els altres dos són els casos on es poden trobar els 
errors. Vegem a través d’un exemple com, en dos passos, s’identificaran els punts erronis i 
s’eliminaran. 
La zona on es centra aquest exemple és aquesta estructura artificial (Figura 10.3.4) que presenta 
elements lineals i repetitius. Degut a això hi ha errors molt clars ja que tots els punts corresponen a 
l’apartat c) de la classificació anterior. Després d’aplicar la funció de correlació, cap punt ha passat un 
filtre i hi ha un bon número d’ells que han quedat repartits erròniament. Partim d’un total de 510 
punts a tota la imatge. El primer filtre que se’ls hi passa és fer una segona correlació. 
 
 
       Figura 10.3.4: Primera solució de la funció de correlació. 
Figura 10.3.3: Solució de la funció de correlació a un element lineal: Es fa molt complicat trobar el punt de 
correspondència correcte. 
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10.3.1  Segona correlació 
 
Es torna a calcular la funció de correlació per tots els punts, però aquest cop al revés. Siguin dues 
imatges A i B. A la imatge A hi ha els punts d’interès i a la imatge B els punts correlats. Es prenen els 
punts correlats de la imatge B i es correlen a la imatge A. Les coordenades precises obtingudes es 
comparen amb les coordenades dels punts d’interès trobades inicialment i si la diferència entre elles 
és superior a 1 píxel, es descarta aquell punt. D’aquesta manera hem eliminat 84 punts i ara hi ha 
426 (Figura 10.3.1.1). Una inspecció visual dels resultats indiquen que la majoria de les 
correspondències ara són correctes però encara s’observen algunes que, tot i havent passat aquesta 
prova, segueixen estant malament. Aquests punts s’han correlat per segon cop correctament però en 
canvi no partien d’una posició correcte. Per les operacions que se li volen aplicar a les imatges és 
important que la xarxa de punts en comú que es tingui entre les dues imatges sigui el més correcte 
possible. Per això el següent pas és fer una orientació relativa del parell fotogràfic que utilitzarem 
com a filtre final del totes les parelles de correspondències obtingudes fins aquí. 
 
 
Figura 10.3.1.1: Solució de correlació després de passar el primer filtre que consisteix en fer una correlació inversa. 
 
 
 
 
10.3.2 Orientació relativa i condició de coplanaritat 
 
Tot el procediment matemàtic que acompanya a una orientació relativa d’un parell fotogràfic està 
explicat a l’apartat 7. 
El procés que es segueix és el d’un ajust mínim quadràtic: 
 
 S’inicialitzen les incògnites a 0 i la matriu de rotacions com a una matriu unitària. 
 
 Es fan iteracions  fins a obtenir un valor final per les incògnites: 
          𝑋 = (𝐴𝑡𝐴)−1𝐴𝑡𝑈        (Ec. 1.3.2.1) 
 Al vector 𝑈 de termes independents s’hi troben els determinants de les matrius per cada 
punt. Si tots els punts forméssin un pla perfecte aquests valors serien tots 0. A la realitat 
s’obtenen fluctuacions al voltant del valor 0 basats en una distribució normal d’errors (Figura 
10.3.2.1). 
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Figura 10.3.2.1: Distribució de probabilitat normal al voltant de la mitja μ.  
Three sigma systems (www.3sigma.com). What’s so special about 3-Sigma? 
 
Així que si s’obté la desviació tipus del vector de termes independents σ i es multiplica per 3, 
s’obté un límit que assegura que el 99,73% dels valors estan per sota d’ell. Tots aquells valors 
per sobre d’aquest número són molt rars, i pel cas d’aquest projecte corresponen a punts 
que no compleixen la coplanaritat i per tant són erronis. 
 Es troba el valor màxim del vector de termes independents i si aquest supera els 3σ s’elimina, 
es torna a fer l’ajust sense aquest punt i es repeteix tot el procés fins que es tingui la 
seguretat que tots els punts tenen un determinant per sota de les 3σ. 
Després d’aquest procés s’han eliminat 12 punts i es té un total de 414 punts homòlegs dels quals es 
té la seguretat que tenen bona correspondència (Figura 10.3.2.2). 
 
 
 
 
 
 
 
10.4 Geometria de les imatges 
 
Les dades amb les que es treballa en aquest projecte són imatges que no han estat corregides de cap 
manera. Això significa que poden tenir distorsions. 
La distorsió a fotografia són aquelles deformacions òptiques de la imatge causades per l’objectiu fet 
servir i per tant és una cosa a evitar. No obstant això, qualsevol càmera de fotografia  introduirà en 
major o menor mesura una distorsió durant el procés. 
La distorsió de barril és la més comú i sol donar-se per norma general a distàncies focals curtes. Com 
el seu nom indica, és un abombament de la imatge que provoca la sensació que les línies situades als 
Figura 10.3.2.2: Solució de correlació després de passar el segon filtre que consisteix en eliminar els punts que 
no compleixen la condició de coplanaritat. 
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extrems de l’enquadrament surtin cap a l’exterior (Figura 10.4.1). Per tant, com més cap als extrems 
de la imatge se’n vagi un, més errors s’hi espera trobar. 
 
 
 
 
 
Això pot provocar que un punt que ha estat ben correlat no compleixi la condició de coplanaritat i 
s’elimini perquè la distorsió allunya el punt del pla on hauria d’estar contingut. És a dir, s’està 
tractant la imatge com una malla perfectament ortogonal quan no ho és. 
S’ha de comprovar si la distorsió és, a les dades que es disposa, suficientment gran com per provocar 
eliminacions de punts situats als extrems de les imatges de manera equivocada i, si és així, decidir si 
el número total de punts afectats per aquest fet és suficientment rellevant com per decidir 
desenvolupar una solució.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 10.4.2: Punts eliminats per l’orientació relativa a la imatge dreta del parell 1 
Figura 10.4.1: Deformació de barril. Image Trends 
(www.imagetrendsinc.com). Fisheye-Hemi Plug-in 
Punts eliminats per l’orientació relativa 
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Figura 10.4.4: Punts mal correlats que seran eliminats per l’orientació relativa 
 
Figura 10.4.3: Punts eliminats per l’orientació relativa a la imatge dreta del parell 2 
 
A simple vista, després de veure  les zones on estan situats els punts eliminats per l’orientació 
relativa (Figures 10.4.2 i 10.4.3), poden quedar dubtes respecte a si han estat eliminats de la manera 
esperada o si s’ha degut a la deformació de la imatge. Per comprovar-ho, s’han agafat varis punts 
eliminats de cada foto i s’ha mirat la correspondència amb l’altre imatge del parell. Si un punt no 
estigués ben correlat voldria dir que la geometria de la imatge és suficientment ortogonal com 
perquè la orientació relativa no elimini punts ben correlats. Pel contrari, si es veiés que la correlació 
era correcte significaria que la imatge té suficient distorsió com per provocar que es descartin punts 
correctes. 
 
 
A les imatges (Figura 10.4.4) hi ha uns exemples de punts comprovats. Queda demostrat que la 
deformació de la imatge no és suficientment gran com per afectar a les imatges de que es disposa ja 
que els punts eliminats no estaven ben correlats. 
 
Parell 1 Parell 2 
Punts eliminats per l’orientació relativa 
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10.5 Malla de punts d’interès regular i irregular  
 
Fins ara s’ha vist un mètode molt efectiu de cerca de correspondències. La funció de correlació junt 
amb els filtres fets servir garanteixen disposar al final d’una bona col·lecció de punts homòlegs de 
qualitat. 
El següent pas passa obligatòriament per definir una malla regular de punts els quals s’hauran de 
trobar a l’altre imatge del parell perquè la interpolació bidimensional per splines només es pot 
efectuar a una malla regular de punts. El problema és que aquests punts distribuïts regularment 
poden estar situats a una zona de la imatge amb poques característiques que permetin trobar les 
seves correspondències. A més en aquest cas no es pot descartar cap punt com s’havia fet 
anteriorment amb aquells que no estaven ben correlats, cal tenir una malla regular de punts en la 
seva totalitat. 
Són aquests els motius pels quals es necessiten procediments que permetin millorar la qualitat de les 
correspondències. El procediment passa per fer servir el conjunt de correspondències que a aquest 
punt ja es disposa. S’ha aplicat la següent metodologia per tenir una correspondència el més òptima 
possible: 
 
 S’obté una malla irregular de punts coplanaris de molt bona qualitat. Això ens permetrà 
disposar del filtre de coplanaritat per als punts de la malla regular.   
 
 Es fa una primera correlació d’una  malla regular de punts (Figura 10.5.1). 
 
 Els punts passen el filtre de la segona correlació. Aquells punts detectats com a erronis es 
tornen a correlar amb unes matrius patró i cerca més grans. Si no passen la segona correlació 
un altre cop es tornen a correlar amb unes matrius encara més grans. El resultat a guardar és 
aquell que ha donat millor resultat (Figura 10.5.2).  
 
Les mides de les matrius s’han establert per un mètode de prova i error. S’ha comprovat que 
les matrius de cerca que donen bon resultat tenen una mida aproximada entre 101 i 161 i les 
matriu patró una mida entre 21 i 61. S’ha de tenir en compte que augmentar massa  la mida 
de les matrius no dóna bon resultat ja que un element fotografiat des de dos punts de vista 
diferents pot tenir parts petites semblants però quan es mira en conjunt es veu que no és 
igual. 
 
 El programa guarda les matrius de l’ajust per mínims quadrats efectuat a la malla irregular de 
punts coplanaris. El procediment per millorar els punts de la malla regular es fa punt per 
punt amb la totalitat d’aquests, hagin passat o no la prova anterior. El que es fa és introduir 
una equació d’un sol punt al sistema, s’ajusta i es comprova si el valor corresponent al punt 
introduït situat a la matriu de termes independents supera el valor de les 3σ. S’eliminen les 
equacions del punt introduït i s’afegeixen unes noves del següent punt. I així per la totalitat 
dels punts. 
 
 Ja que estan a una matriu regular, a aquells punts detectats com a erronis a l’apartat anterior 
s’efectua una intersecció de dues rectes. Les rectes estan definides per dos punts situats a la 
fila i a la columna del punt en qüestió i compleixen les condicions de ser els punts que han 
passat el punt anterior i estar el més propers possibles al punt a correlar (Figura 10.5.3). 
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 Finalment, s’ha estat pragmàtic i s’ha implementat una opció per introduir manualment la 
posició d’algun punt que tot i passar els procediments anteriors ha quedat mal situat (Figura 
10.5.4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
10.6 Visionat dels resultats 
 
La naturalesa d’aquest treball porta implícitament un problema amb la perspectiva de certs elements 
que tenen alçada respecte el terra. Cada foto, ja que està presa des d’un punt de vista diferent, 
provocarà una fuga centrada en punts no coincidents. Això implica que la deformació que s’efectua 
mitjançant interpoladors podrà provocar una sensació de continuïtat a un pla com el sòl, però tindrà 
dificultats per arreglar un problema perspectiu. A les figures 10.6.1 i 10.6.2 es pot observar com, al 
Figura 10.5.1: Primer resultat de la funció de correlació Figura 10.5.2: Resultat després de passar el filtre 
d’una segona correlació i augmentar la mida de les 
matrius 
Figura 10.5.3: Resultat després de comprovar la 
bondat de la correlació mitjançant la condició de 
coplanaritat i la millora de les coordenades fent una 
intersecció de rectes 
Figura 10.5.4: Resultat acabat de perfeccionar a mà 
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llarg de la part superior d’una tanca, la part de sòl que hi ha darrere varia d’una imatge a l’altre degut 
a la diferent perspectiva.  
Quan la correlació centra la matriu de cerca, ho fa seguint una translació indicada per l’usuari. El més 
comú és que els punts homòlegs indicats estiguin situats al terra, per tant si un punt a correlar està 
situat sobre un element amb certa alçada pot ser que l’algorisme no trobi un resultat correcte 
perquè el que té al darrere no és igual a les dues imatges. 
 
 
        Figura 10.6.1: Tanca vista a la imatge 1 del parell 2 
 
 
          Figura 10.6.2: Tanca vista a la imatge 2 del parell 2 
 
Això és un problema de difícil solució ja que la informació de les imatges de la qual es parteix no es 
pot millorar de cap manera. Això sí, com més petita sigui l’escala de les fotografies o com més alt voli 
la plataforma voladora menys es notarà aquest problema. 
Per una altra banda, cal decidir com presentar els resultats. La deformació de la zona de solapament 
permet generar una imatge. Si aquesta es posés directament sobre les dues imatges que formen el 
mosaic, tot i la correcció radiomètrica això provocaria un mal efecte visual. La solució passa per 
donar valor promitjat als píxels de la zona de solapament entre la imatge de la deformació generada 
a partir de la interpolació i una de les dues imatges originals. Es fa una mitja ponderada en funció de 
la distància amb els valors digitals. És a dir, quan per exemple ens situem a un píxel a l’extrem 
esquerra de la zona de solapament aquest prendrà valor digital només de la imatge que té a sota. A 
l’altre extrem prendria el valor només de la imatge deformada i a la columna del mig al valor mig 
entre els dos. D’aquesta manera es “suavitza” el resultat i no es veuen canvis radiomètrics bruscos. 
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11 Resultats 
11.1 Imatges de multicàmera 
 
A continuació es mostren les imatges resultat obtingudes pels dos parells de fotografies presentades 
com a dades d’aquest treball. Els mosaics generats es presenten a continuació i són dos casos ben 
diferents.  
 
 
Figura  11.1.1: Mosaic 1 
 
El mosaic 1 (Figura 11.1.1) és un cas una mica especial. Hi ha hagut problemes a la generació del 
mosaic per les característiques de les imatges que el formen. Pel que respecta a la geometria, les 
imatges no estan situades horitzontalment una respecte de l’altre, si no que la seva posició és com 
l’estructura que representa la Figura 5.2, vàries pàgines endarrere. La fotografia dreta també està 
desenfocada i a més s’observa que els elements que hi ha fotografiats són molt diferents, fet que 
dóna problemes a la correcció radiomètrica. Si es corregeix radiomètricament la imatge dreta 
aquesta apareix massa fosca, perquè més d’un terç de la imatge esquerra té color fosc de terra. Fet al 
revés, corregint la imatge esquerra, dóna molt millor resultat. Aquest és el que es presenta en 
aquesta pàgina. 
En resum es pot dir que aquest mosaic és un exemple d’un cas molt desfavorable. Tot i així el resultat 
final és força acceptable. 
 
 
Figura 11.1.2: Mosaic 2 
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El mosaic 2 (Figura 11.1.2) no té molts dels problemes que tenia el mosaic anterior. Les dues 
fotografies són d’una superfície i elements molt semblants, les dues estan enfocades i espacialment 
estan situades bastant horitzontalment una respecte de l’altre. L’ajust radiomètric encaixa molt bé 
per la semblança dels elements de les dues fotografies. No obstant, aquest té elements amb bastant 
alçada que provoquen algunes fugues molt difícils de controlar. 
És en resum, un cas bastant favorable i que com a tal ha donat un resultat notable. 
El procés que s’ha triat seguir per generar un mosaic atractiu visualment és un dels molts que pot 
haver-hi. És però, un que comporta un procés i una sèrie de càlculs que finalment dóna molt bons 
resultats. Una manera molt simple i més barroera de fer el mateix seria superposar les dues imatges i 
prendre el valor mig dels valors digitals. A continuació es mostren unes comparacions entre detalls 
dels mateixos mosaics generats de la manera que s’acaba d’explicar i de la manera que es fa servir a 
aquest treball. 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
   
 
   
 
 
 
Figura 11.1.3: Comparació de detalls del mosaic 1. A la dreta el fet pel procés explicat 
a aquest treball i a l’esquerra un mosaic fet amb una mitja ponderada amb la 
distància dels valors digitals. 
 
 
Mètode senzill Mètode interpolació 
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Són molt destacables les últimes imatges de les figures 11.1.3 i 11.1.4. Com es veu s’aprecia un tall. 
Aquest correspon a l’extrem dret del recobriment, a la unió d’aquest amb la imatge dreta. Això és 
així per la diferent perspectiva de les imatges. Sembla que això estigui solucionat a les imatges 
esquerra, però no. En aquestes el problema de la perspectiva hi és d’igual forma i es veu per tota la 
zona de solapament. Ja que el que hi ha és una fusió de les imatges, als extrems gairebé només hi ha 
Figura 11.1.4: Comparació de detalls del mosaic 2. A la dreta el fet pel procés explicat a 
aquest treball i a l’esquerra un mosaic fet amb una mitja ponderada amb la distància 
dels valors digitals. 
 
Mètode senzill Mètode interpolació 
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valors digitals d’una de les dues imatges, per això no es veu aquest problema i aquest es fa més palès 
cap a les zones centrals de la zona de solapament  però al llarg de tota aquesta. 
En un principi es va pensar que aquest problema era degut exclusivament al fet de tenir elements 
amb alçada fotografiats amb perspectives diferents però es va veure que el problema, potser amb 
menor mesura, també hi era a nivell de terra. Per tant la falta de continuïtat està provocada 
majoritàriament per la disposició espacial de les imatges entre elles. Per generar el mosaic es situen 
les dues imatges i al mig el recobriment interpolat aplicant només unes translacions i com les imatges 
no són perfectament horitzontals entre elles per la naturalesa de la multicàmera es veu molt 
clarament el canvi a aquest extrem dret. 
Per tant es pot dir que a les figures 11.1.3 i 11.1.4 hi ha detalls de mosaics generats de forma semi-
automàtica. Si es ressitua manualment la columna dreta de punts correlats perquè encaixi el màxim 
amb la imatge dreta es veu com el resultat millora des del punt de vista visual (Figura 11.1.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 11.1.5: Comparació de detalls de mosaics generats de manera diferent.  A 
l’esquerra hi ha els resultats generats de forma automática i a la dreta s’han ressituat 
manualment els punts de la columna dreta dels punts correlats. 
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11.2 Imatges no provinents d’una multicàmera 
 
A continuació es mostra un altre resultat obtingut també fent servir l’aplicació programada però a 
partir de fotografies preses per l’autor amb una càmera compacte (Figures 11.2.1 i 11.2.2). En aquest 
cas es volia provar l’efectivitat del programa al tractar amb imatges no aèries d’una altra mida i amb 
diferents característiques que les anteriors. S’ha aplicat el procés de modificar manualment els punts 
extrems explicat a l’apartat anterior. Com es veu, els resultats són positius. 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
Figura 11.2.1: Parell d’imatges d’una pintada a un mur que s’ajuntaran en un mosaic 
Figura 11.2.2: Mosaic extra realitzat amb imatges no provinents d’una càmera múltiple 
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12 Conclusions 
 
Des d’un punt de vista personal de l’autor: 
El treball tenia un objectiu definit a les primeres pàgines. Aquest era programar una aplicació que 
permetés realitzar un mosaic  a partir de dues imatges preses amb una multicàmera. Aquest objectiu 
s’ha acomplert. Tot i així el resultat no és tancat, s’hi podria seguir treballant per millorar-lo. 
L’objectiu era important, però ja que aquest és un treball acadèmic realitzat per un estudiant darrera 
de l’objectiu a acomplir hi havia tots un coneixements que necessàriament s’havien d’adquirir i posar 
en pràctica per arribar al final. Aquests coneixements i tot el procés en el qual s’ha anat 
experimentant per trobar solucions als problemes que anaven apareixent són igual d’importants. 
El funcionament d’un llenguatge de programació nou o si més no, algunes funcions i l’entorn visual 
d’aquest requereixen un temps d’adaptació i molta dedicació. A més s’han de tenir en compte parts 
del programa que no són exclusives del procés però que s’han de programar per fer aquest més 
còmode com el zoom o la visualització de les imatges i els punts per pantalla. 
 
Des d’un punt de vista tècnic s’han vist les següents coses: 
 El llenguatge de programació C++ és un llenguatge de nivell baix. Això té una part positiva i 
una altra negativa. Des del punt de vista del programador es té un control molt gran sobre la 
màquina. Això vol dir que aquesta “sobreentén” molt poques coses, la qual cosa provoca que 
es necessitin moltes línies de codi per fer una funció que potser amb un altre llenguatge es 
faria amb moltes menys. Per l’altra banda el rendiment d’un llenguatge de nivell baix a l’hora 
de fer processos que consumeixen temps és molt millor que un altre de nivell alt. A més, al 
ser un llenguatge tant “bàsic” això permet al programador que li sigui fàcil comprendre amb 
relativa facilitat altres llenguatges.  
 
 És possible optimitzar moltíssim el procés de correspondència d’imatges mitjançant la 
condició de coplanaritat i modificant de les mides de les matrius que prenen part al càlcul de 
la correlació. 
 
 Els casos on la correcció radiomètrica es realitza malament tenen una solució. S’hauria de 
tenir en compte al càlcul dels histogrames no tota una imatge, sinó només una zona que 
s’indiqui que tingui radiometria semblant a l’altre imatge del parell. 
 
 La interpolació bidimensional emprada a aquest treball utilitzant funcions spline és molt 
efectiva i permet deformar localment una imatge a voluntat. És un mètode també conegut 
com a rubber-sheeting fet servir a l’actualitat a molts programes SIG, als seus mòduls de 
georeferenciació d’imatges.  
 
 El tall que s’evidencia a la banda dreta dels mosaics de la multicàmera és degut a que les 
imatges estan preses a baixa alçada, són obliqües i que les imatges no són perfectament 
horitzontals. Se li podria incorporar una rotació a les imatges abans de realitzar el mosaic per 
minimitzar aquest efecte. Tot i així, el resultat de la modificació manual de la deformació 
vista a l’apartat de resultats és esperançadora i permet pensar que el procés vist en aquest 
treball té futur i aplicacions en l’àmbit de la cartografia i del tractament d’imatges. 
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